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1. (y¢) sei ein AR(1) Prozess definiert durch:
Y =21+ &
wobei (e;) ein weiles Rauschen mit Varianz Fef = 1 ist. (Achtung | — 2| > 1!)
(a) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion y(k),k =0,1,... von (y;).
(b) Verwenden Sie die Yule-Walker Gleichungen, um eine AR(1) Darstellung der Form
Yt = aYi—1 + M

mit |a| < 1 zu erhalten. (Berechnen Sie a und die Varianz des weiflen Rauschen (7).)

(c) Berechnen Sie die Einschritt Prognose y;41|¢,1 und die entsprechende Prognosefehler-Varianz 0%1.

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) mit einer Filtration (F,,)nen und ein adaptierter
stochastischer Prozef (X,,)nen. Weiters sei durch

Y,=1+ ZYk—lAXk
k=1

ein weiterer Prozefl (Y, )nen, wobei AXy, = Xj — Xj—1. Wir setzen voraus, dal E[|Y,]] < oo Vn € N
gilt.

(a) Zeigen/begriinden Sie, daf (Y},)nen beziiglich (F,),en adaptiert ist.
(b

(c
(d

Zeigen Sie: Ist X ein Martingal, dann auch Y.
Angenommen X ist ein Martingal. Berechnen Sie E[Y,,].

Angenommen X ist kein Martingal, besitzt aber die Doob-Zerlegung X = M + A, wobei M ein
Martingal und A vorhersehbar ist. Bestimmen Sie dann die Doob-Zerlegung Y = N + B, wobei
N ein Martingal und B vorhersehbar sein soll.

(e) Driicken Sie Y;, ohne Rekursion durch AX7, ..., AX,, aus. Hinweis: Betrachten Sie die Inkremente
von Y.

)
)
)
)

3. (e;) sei weiBes Rauschen mit Varianz Fe? = 1. Betrachten Sie folgende Differenzengleichungen:

(a) Yt = —ys—1

d) yr=-y-1+e

(€) Yt = —yr—1+ e+ €1

(d) ye = —ye—1 — (3/16)y; =

(€) yr = —yr—1— (3/16)ys—2 + &

Existiert eine stationdre Losung (y;) und wenn ja, ist diese eindeutig? .

4. Gegeben seien zwei unabhéngige standard Brownsche Bewegungen (X(t),¢ > 0) und (Y (¢),¢ > 0),
adaptiert zu einer Filtration (F(t),¢ > 0), sowie eine Zahl p € [-1, 1].
(a) Ist X(t)? ein Martingal, ein Sub- oder ein Supermartingal? (Kurze Begriindung)
(b) Sei S(t) = pX(t) + /1 — p2Y (t). Berechnen Sie E[S(t)] und Var[S(t)].
(c) Ist S eine Brownsche Bewegung? (Begriindung)
(d) Ist Z(t) = X(#)Y (t) ein Martingal? (Begriindung)
)

(e) Angenommen f : Ry — R ist eine beschrinkte stetige Funktion und 0 < ¢tg < t1 < ... < tp.
Welche Verteilung hat die Zufallsvariable

U= Z fte—1)AX (tr),

k=1

wobei AX (tr) = X (t5) — X (tx—1). Geben Sie auch E[U] und Var[U] an.



