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1. (yt) sei ein stationärer Prozess mit Eyt = 1 und Autokovarianz-Funktion γ(0) = 1, γ(1) = 1
3 .

(a) Berechnen Sie die Einschritt Prognose yt+1|t,1 und die entsprechende Prognosefehler-Varianz σ2
1,1.

(b) Nehmen Sie nun an, dass der Prozess ein AR(1) Prozess ist und verwenden Sie die Yule-Walker
Gleichungen, um eine AR(1) Darstellung der Form

yt = ayt−1 + εt

mit |a| < 1 zu erhalten. (Berechnen Sie a und die Varianz des weißen Rauschen (εt).)

(c) Mittels dieser AR Darstellung ist nun die vollständige ACF γ(k), k ≥ 0 zu berechnen.

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit einer iid Folge von N(− 1
2 , 1)-Zufallsvariablen

(Xn)n≥1. Sei (Sn)n≥0 die entsprechende Irrfahrt, also

S0 = 0, Sn =
n∑

k=1

Xk (n ≥ 1)

und (Fn)n≥0 die von (Sn)n≥0 erzeugte Filtration.

(a) Sei Yn = exp(Sn). Berechnen Sie E[Yn|Fn−1].

(b) Zeigen oder begründen Sie sorgfältig: Der Prozeß (Ln)n≥0 ist ein Martingal, wobei

L0 = 0, Ln =
n∑

k=1

∆Yk

Yk−1
(n ≥ 0)

mit ∆Yk = Yk − Yk−1.

(c) Ist (Ln)n≥0 eine Irrfahrt? (Begründung!)

(d) Finden Sie eine möglichst einfache Darstellung für Ln, ausgedrückt durch (Xk), ohne (Sk) und
(Yk).

(e) Bestimmen sie den vorhersehbaren Anteil in der Doob-Zerlegung von (Ln).

3. (εt) sei weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1. Weiters sind zwei lineare Filter a(L) = 1 + 2L und
b(L) = 1−2L gegeben. (L ist der Lag-Operator.) Betrachten Sie folgende MA Prozesse und berechnen
Sie deren Auto-Kovarianzfunktion γ(k):

(a) yt = a(L)εt

(b) yt = b(L)εt

(c) yt = a(L)b(L)εt

(d) yt = b(L)a(L)εt

(e) yt = a(L)εt + b(L)εt

Betrachten Sie nun zwei (allgemeine) Filter der Form a(L) = 1 + a1L und b(L) = 1 + b1L. Zeigen Sie,
dass der Prozess yt = a(L)b(L)εt dann und nur dann ein weißes Rauschen ist, wenn a1 = b1 = 0.

4. Gegeben sei eine standard Brownsche Bewegung (W (t), t ∈ R+), die adaptiert zu einer Filtration
(F(t), t ∈ R+) ist.

(a) Zeigen Sie sorgfältig: (Z(t), t ∈ R+) ist ein Martingal, wobei Z(t) = eW (t)−t/2.

(b) Zeigen Sie: (R(t), t ∈ R+) mit R(t) = log(1 + Z(t)) ist ein Supermartingal.

(c) Berechnen Sie das gemischte Moment µa,b(s, t) = E[Z(s)aZ(t)b] für a ∈ N, b ∈ N und 0 < s < t.

(d) Sei (B(t), 0 ≤ t ≤ 1) ein Prozess mit B(t) = W (1 − t) −W (1). Beschreiben Sie seine endlichdi-
mensionalen Verteilungen.
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