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1. Sei {W (t) : t ≥ 0} eine Brownsche Bewegung, und {F(t) : t ≥ 0} die von ihr erzeugte Filtration.

(a) Wir betrachten die stochastischen Integrale

X(t) =

∫ t

0

I[1,3)(s)dW (s), Y (t) =

∫ t

0

e−sdW (s).

Berechnen Sie E[X(t)], E[Y (t)2] und E[X(t)Y (t)] für t ≥ 0 möglichst explizit.

(b) Sei f(s) = sW (s) für s ≥ 0. Untersuchen Sie, ob∫ π

0

f(s)dW (s),

∫ ∞
0

f(s)dW (s),

(im Sinne unserer Vorlesung) definiert werden können, also ob der Integrand f in M2
π und M2

liegt.1

(c) Berechnen Sie E[W (1)W (3)2|F(2)] und E[W (1)W (2)W (3)].

2. Gegeben ist eine Zahl p ∈ (0, 1) und eine iid Folge (ηk)k≥1 mit

P [η1 = 2] = p, P

[
η1 =

1

2

]
= 1− p.

Weiters sei

ξn =

n∏
k=1

ηk, n ≥ 1,

und
ξ∗n = max

k=1,...,n
ξk, n ≥ 1.

(a) Für welche Werte von p ist (ξn)n≥1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, über-
haupt kein Smartingal? (Begründung).

(b) Für welche Werte von p ist (ξ∗n)n≥1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, über-
haupt kein Smartingal? (Begründung).

(c) Für den Rest der Aufgabe sei nun p = 1/3. Schätzen Sie P [ξ∗3 > 3/2] mit einer geeigneten
Maximalungleichung von Doob ab.

(d) Berechnen Sie P [ξ∗3 > 3/2] exakt.

(e) Schätzen Sie E[(ξ∗3)2] mit der Doobschen Maximalungleichung für L2 ab und vergleichen Sie mit
dem exakten Wert.

Hinweis: Zur Lösung von (c)–(e) ist es hilfreich die Vertelungen von ξ3 und ξ∗3 in einem Baum bzw.
tabellarisch zu ermitteln: Welche Werte werden mit welche Wahrscheinlichkeit angenommen.

3. (εt) sei weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1. Betrachten Sie folgende Differenzengleichungen:

(a) yt = −yt−1
(b) yt = −yt−1 + εt

(c) yt = −yt−1 + εt + εt−1

(d) yt = 0.75yt−4

(e) yt = 0.75yt−4 + εt

Existiert eine stationäre Lösung (yt) und wenn ja, ist diese eindeutig?

4. (yt), (zt) seien zwei unkorrelierte (schwach) stationäre Prozesse mit:

Eyt = 0; Ezt = 0; Eytzs = 0∀t, s; Eyt+kyt = γy(k); Ezt+kzt = γz(k)

Weiters sei xt = αyt−1 + βzt+1 wobei α, β zwei beliebige (feste) reelle Zahlen sind.

(a) Zeigen Sie, dass (xt) ein (schwach) stationärer Prozess ist.

(b) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion γx(k) = Ext+kxt. (Drücken Sie γx durch γy und γz
aus.)

(c) Nehmen Sie nun an, dass (yt) ein MA(qy) und (zt) ein MA(qz) Prozess ist. Zeigen Sie, dass (xt)
auch ein MA Prozess ist. Welche Ordnung hat (xt)?

. . .

1Hier ist π = 3.14159 . . . launigerweise die Ludolphsche Zahl.
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