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1. Sei {W(t) : t > 0} eine Brownsche Bewegung, und {F(¢) : ¢ > 0} die von ihr erzeugte Filtration.

(a) Wir betrachten die stochastischen Integrale

X(t) = /0 g (s)dW(s), V() = /0 =AW (s).

Berechnen Sie E[X (t)], E[Y (t)?] und E[X (¢)Y (t)] fiir t > 0 moglichst explizit.
(b) Sei f(s) = sW(s) fur s > 0. Untersuchen Sie, ob

| feave. [ )

(im Sinne unserer Vorlesung) definiert werden konnen, also ob der Integrand f in M2 und M?
liegt.!
(c) Berechnen Sie E[W (1)W (3)%|F(2)] und E[W (1)W (2)W(3)].

2. Gegeben ist eine Zahl p € (0,1) und eine iid Folge (n;)x>1 mit

1
Pm=2=p, P {m = 2} =1-p.
Weiters sei

gn - H urs n Z ]-7
k=1

und

§ = max &, n=>1
k=1,...,n

(a) Fiir welche Werte von p ist (§,)n>1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, iiber-
haupt kein Smartingal? (Begriindung).

(b) Fiir welche Werte von p ist (£),>1 ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal, {iber-
haupt kein Smartingal? (Begriindung).

(¢) Fiir den Rest der Aufgabe sei nun p = 1/3. Schitzen Sie P[¢5 > 3/2] mit einer geeigneten
Maximalungleichung von Doob ab.

(d) Berechnen Sie P[¢5 > 3/2] exakt.
(e) Schitzen Sie E[(£5)?] mit der Doobschen Maximalungleichung fiir L? ab und vergleichen Sie mit
dem exakten Wert.

Hinweis: Zur Losung von (c)—(e) ist es hilfreich die Vertelungen von & und &5 in einem Baum bzw.
tabellarisch zu ermitteln: Welche Werte werden mit welche Wahrscheinlichkeit angenommen.

3. () sei weiBes Rauschen mit Varianz Ee? = 1. Betrachten Sie folgende Differenzengleichungen:

(&) Yyt = —yt—1
®) yr=-y-1+e
(¢) Yt = —yr—1+ e+ e
(d) v+ =0.75y;—4
(e) v = 0.75y; 4 + &

Existiert eine stationdre Losung (y:) und wenn ja, ist diese eindeutig?
4. (yt), (2¢) seien zwei unkorrelierte (schwach) stationédre Prozesse mit:
Ey: = 0; Ez; = 0; Eyezy = 0V, 53 Byenye = 7y (k); Ezeqnze = 72(k)

Weiters sei x; = ay;—1 + 82141 wobel «, 8 zwei beliebige (feste) reelle Zahlen sind.

(a) Zeigen Sie, dass (x4) ein (schwach) stationédrer Prozess ist.

(b) Berechnen Sie die Autokovarianzfunktion 7, (k) = Exs4 g2 (Driicken Sie v, durch v, und 7.
aus.)

(c) Nehmen Sie nun an, dass (y;) ein MA(q,) und (z:) ein MA(q,) Prozess ist. Zeigen Sie, dass ()
auch ein MA Prozess ist. Welche Ordnung hat (x;)?

1Hier ist m = 3.14159 .. .. launigerweise die Ludolphsche Zahl.



