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1. Ein-Perioden-Modell
Betrachten Sie die folgenden 3 Marktmodelle.
(A) Q ={wi,we}, r =1 und

5
So = 5, Sl(wl) = 57 51(w2) = —=.

(B) Q@ = {wy,wa, w3}, r = % und

28
So = 4, Sl(wl) = —, Sl(WQ) = 8, Sl(w;g) =4,
3

(C) Q = {wi,wa, w3}, 1 = i und

(). s () sen=(5). 5= ()

Jedes Modell sei mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl versehen, das jedem Szenario

eine strikt positive Wahrscheinlichkeit zuordnet.

1) Geben Sie zunichst die Definition eines dquivalenten Martingalmafies und einer s pit
Arbitragemoglichkeit an. Beschreiben Sie fiir die Modelle die Menge der aquivalenten
Martingalmafle. Geben Sie eine Arbitragemoglichkeit an, falls eine solche existiert.

2) Bestimmen Sie fiir die arbitragefreien Modelle alle arbitragefreien Preise der Put- 10 pie
Optionen mit Strike K = 15 bzgl. der riskanten Finanzgiiter S;.



2. Zwei-Perioden-Modell
Betrachten Sie das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen und einem
riskanten Finanzgut B und S. Desweiteren sei Q = {wy, ws,ws,wys}, Fo = {0, Q},
Fi=0(51), Fo =0(S51,5) =P(Q) und P(w;) >0 firi € {1,...,4}.

B():l Blzg Bgzg

SQ (wl) =224

S() =100 Sz(&)g,g) =176

1) Bestimmen Sie das dquivalente Martingalma$. 5 Pkt
2) Geben Sie zunéchst die Definition der Snell’schen Einhitillenden an. Berechnen Sie 20 i
anschlieBend die Snell-Einhiillende des Claims Cy = 0, Cy(wy12) = 195, C1(ws4) =

135, Cg(wl) = 208, CQ(WQ) = CQ((U;J,) = 144 und CQ(UJ4) = 112.

3) Berechnen Sie die minimale optimale Stoppzeit Tiy,. 10 Pkt



3. Black-Scholes-Modell
Betrachten Sie auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) ein Black-Scholes-Modell
mit Bankkonto B = (By).ep,1), B: = €™ und Aktienpreisprozess S = (S;)cjo.r]- Fiir
a € R und o > 0 ist der diskontierte Preisprozess durch

Xy = Spexp [oW; + (o — 7)t] = Spexp {JW;‘ - 02%}
gegeben, wobei W; = W, + Mt fiir A = (a4 0.50% — r)/o. (W;)o<i<7 ist dann eine
Brownsche Bewegung bzgl. der von (W;)o<i<r erzeugten Filtration und dem Ma8
Q* ~ P, wobei

dQ*
dP

Desweiteren bezeichne ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, ¢
ihre Dichte und

T
= exp [—)\WT — )\25} .

In(%) + (r £ %UQ)t
oVt '

1) Zeigen Sie, dass der Prozess (X;)o<i<r ein Martingal bzgl. der von (W})o<i<r 10kt
erzeugten Filtration und des dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles QQ* ~ P ist.
Zusatzinformation: Das aquivalente Martingalmafs ist sogar eindeutig.

Hinweis: Die Momenterzeugende Funktion einer normalverteilten Zufallsvariablen

X ~ N(u,oc?) ist gegeben durch

dy - =di (5,8, K) =

2t2
Mx(t) = exp [ut + UT] :

2) Zeigen Sie, dass der faire Preis der Cash-or-Nothing Option C' := clfg, >k} mit 15 pie
Strike ' > 0 und ¢ > 0 gegeben ist durch
ce T ®(d_(S,, T, K)).

3) Eine Gap-Option ist durch C' = (Sp — ¢)1{s, >k} gegeben. Zeigen Sie, dass der 15 pie
faire Preis dieser Option gegeben ist durch

So®(dy (S0, T, K)) — e "Te®(d_(S,, T, K)).

Hinweis: Der Preis einer europdischen Call-Option mit Strike K > 0 und Maturitat
T st gegeben durch

So®(dy (S, T, K)) — e "™ K®(d_(Sy, T, K)).



